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 B_{uu}(t)= \phi_{u}F_{u}(t)m_{u}(t)(1-\frac{A_{u}(t)+A_{w}(t)}{K_{a}}) ,
 B_{wu}(t)= \phi_{w}F_{w}(t)m_{u}(t)(1-\frac{A_{u}(t)+A_{w}(t)}{K_{a}}) ,
 B_{ww}(t)= \phi_{w}F_{w}(t)m_{w}(t)(1-\frac{A_{u}(t)+A_{w}(t)}{K_{a}}) ,
 m_{u}(t)= \frac{M_{u}(t)}{M_{u}(t)+M_{w}(t)}, m_{w}(t)=\frac{M_{w}(t)}{M_{u}(t)
+M_{w}(t)}.
モデル (1.1) に現れる6つの未知関数の意味は,次の通りである.
 A_{u}(t) : ボルバキア  \ovalbox{\tt\small REJECT}こ感染していない水生蚊の個体数
 A_{w}(t) : ボルバキア  \ovalbox{\tt\small REJECT}こ感染した水生蚊の個体数
 F_{u}(t) : ボルバキアに感染していない陸上で生活するメス蚊の個体数
 F_{w}(t) : ボルバキアに感染した陸上で生活するメス蚊の個体数
 M_{u}(t) : ボルバキア  \ovalbox{\tt\small REJECT}こ感染していない陸上で生活するオス蚊の個体数
 M_{w}(t) : ボルバキアに感染した陸上で生活するオス蚊の個体数
モデル (1.1) の各係数の意味は次の通りである.
 K_{a} : 成虫が水面に産める卵の上限数  b_{f} : メスの蚊の出生割合
 b_{m} : オスの蚊の出生割合  \phi_{u} : 非感染の蚊の卵の産卵率
 \phi_{w} : 感染した蚊の卵の産卵率  \psi :蚊の卵の成長率
 v_{w} : 感染したメスの蚊から感染した  v_{u} :感染したメスの蚊から非感染の
蚊の卵が産まれる割合 蚊の卵が産まれる割合
 \mu_{a} :水生蚊の死亡率  \mu_{fu} : 非感染のメスの蚊の死亡率
 \mu_{fw} : 感染したメスの蚊の死亡率  \mu_{mu} : 非感染のオスの蚊の死亡率
 \mu_{mw} : 感染したオスの蚊の死亡率
モデル (1.1)において,  B_{uu}(t) はボルバキアに感染していないオスとメスから生まれる水生蚊
の個体数であり,両性間にはたらく mass action type の相互作用に対応する項  \phi_{u}F_{u}(t)m_{u}(t)
と水生蚊が卵を産むことができる水面全体に対する領域の割合  1- \frac{A_{u}(t)+A_{w}(t)}{K_{a}} との積によっ























\tau\leq\theta\leq 0, \xi_{1}, \xi_{2}, \xi_{6}\in C^{1}([-\tau, 0], \mathbb{R})
.
\end{array} (ı.2)
ここで,  \tau\geq 0 は卵が艀化してから水生蚊になるまでのタイムラグを表す.本論文では,時
間遅れを持つモデル (1.2) の各平衡点の安定性を調べることで,艀化時間  \tau がボルバキア
に感染した蚊の個体数の漸近挙動や時間経過に伴う増減に与える影響について調べたい.
本論文の構成は次の通りである.第2節では,モデル (1.2) の平衡点の存在条件を与え
る.また,Xue et al. [4] によって与えられた遅れのないモデル (1.1) における安定性条件を








(1) ボルバキアに感染していない (ボルバキアを持たない) 蚊のみが生存する平衡点 :
 E_{0}=(A_{u}^{0}, F_{u}^{0}, M_{u}^{0},0,0,0),  A_{u}^{0}=K_{a}(1- \frac{1}{R_{0u}}),  F_{u}^{0}= \frac{b_{f}\psi A_{u}^{0}}{\mu_{fu}},  M_{u}^{0}= \frac{b_{m}\psi A_{u}^{0}}{\mu_{mu}} . (2.1)
ただし,  R_{Qu}= \frac{b_{f}\phi_{u}\psi}{(\mu_{a}+\psi)\mu_{fu}}>1 とする.
(2) ボルバキアに感染した (ボルバキアを持つ) 蚊のみが生存する平衡点 :
 E_{1}= (  0,0,0,A_{w}^{0},F_{w}^{0} ,鴫),  A_{w}^{0}=K_{a}(1- \frac{1}{R_{0w}}) ,  F_{w}^{0}= \frac{b_{f}\psi A_{w}^{0}}{\mu_{fw}},  M_{w}^{0}= \frac{b_{m}\psi A_{w}^{0}}{\mu_{mw}}.  (2.2)
ただし,  R_{0w}= \frac{b_{f}\phi_{w}\psi}{(\mu_{a}+\psi)\mu_{fw}}>1 とする.
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なお,上で述べた平衡点に加えて,   \frac{1}{2}<v_{w}<1 かつ  \sqrt{4v_{w}(1-v_{w})}<R_{0}<1 を満たす
とき,全ての成分が正であるような平衡点が高々 2つ存在する [4, Section 3.3]. ここで,
碕  =\sqrt{\frac{v_{w}\phi_{w}\mu fu}{\phi_{u}\mu_{fw}}} である.本論文では,遅れを持つモデル (1.2) に対し,平衡点  E_{0},  E_{1} が漸
近安定であるための条件を考える.遅れのないモデル (1.1) において,Xue et al. [4] によ
り,次の定理が既に与えられている.
定理2.1. (Xue et al. [4, Section 3.1])  R_{0u}>1 かつ  0<R_{0}<1 が成り立つならば,(1.1)
の平衡点  E_{0} は漸近安定である.
定理2.2. (Xue et al. [4, Section 3.2])  v_{w}=1,  v_{u}=0 とする.  R_{0w}>1 が成り立つならば,
(1.1) の平衡点  E_{1} は漸近安定である.
次に,遅れを持つモデル (1.2) における本研究の主結果は次の通りである.
定理2.3. 以下の条件 :
 1< 珊秘  \leq 1+\alpha,  \alpha:=\sqrt{1+(\frac{\mu fu}{\mu_{a}+\psi})^{2}} (2.3)
かつ  0< 碕  <1 が成り立つならば,(1.2) の平衡点  E_{0} は漸近安定である.
定理2.4.  v_{w}=1,  v_{u}=0 とする.このとき,以下の条件 :
 1<R_{4w} \leq\min\{1+\beta, 3\}, \beta:=\sqrt{1+(\frac{\mu_{fw}}{\mu_{a}+\psi})
^{2}} (2.4)
が成り立つならば,(1.2) の平衡点  E_{1} は漸近安定である.
以下,定理2.3および定理2.4の証明を与える.なお,(1.2) の特性方程式は,  \tau>0 の
場合において多項式でなく超越方程式となる点に注意する.
定理2.3の証明.平衡点  E_{0} の安定性を調べるための特性方程式は以下の通りである.
 |J_{\tau}(E_{0})-\lambda I|=0, J_{\tau}(E_{0})=(\begin{array}{ll}
A_{0\tau}   C_{0\tau}




-(\mu_{a}+\psi)-\phi_{u_{a}^{\frac{F}{K}\perp}}^{0}e^{-\lambda\tau}   \phi_{u}(1
-   \frac{A}{K}A0a)e^{-\lambda\tau}   0
b_{f}\psi   -\mu_{fu}      0
b_{m}\psi   0      -\mu_{mu}
\end{array}),
 B_{0\tau}=(\begin{array}{llll}
-(\mu_{a}+\psi)   v_{w}\phi_{w}(1-   - K_{a}^{\Delta A}A^{0})e^{-\lambda\tau}   
0
b_{f}\psi   -\mu_{fw}      0






以降,  R_{0u}>1 より,  \lambda=0 は (2.5) の解でないことに注意する.まず,  |A_{0_{T}}-\lambda I|=0 は
1つの負の根  \lambda=-\mu_{mu} を持ち,残りの根は次の等式を満たす.
 ( \lambda+(\mu_{a}+\psi)+\frac{\phi_{u}F_{u}^{0}}{K_{a}}e^{-\lambda\tau})
(\lambda+\mu_{fu})-b_{f}\psi\phi_{u}(1-\frac{A_{u}^{0}}{K_{a}})e^{-\lambda\tau}=  O .








定理2.1より,  \tau=0 の場合に  E_{0} が安定である,すなわち,(2.7) のすべての根の実部が
負であることに注意する.背理法により,ある  \tau=\tau^{*}>0 が存在して,(2.7) が  \lambda=i\omega


















(2.11) を,  \omega^{2} に関する2次方程式に書き直すと





となり,(2.12) を満たす  \omega>0 は存在しない.よって,任意の  \tau\geq 0 に対して,方程式
(2.7) のすべての根の実部が負である.
次に,  |B_{0\tau}-\lambda I|=0 は1つの負の根  \lambda=-\mu_{mu} を持ち,残りの根は次の等式を満たす.
 ( \lambda+\mu_{a}+\psi)(\lambda+\mu_{fw})-b_{f}\psi v_{w}\phi_{w}(1-\frac{A_{u}
^{0}}{K_{a}})e^{-\lambda\tau}=0 . (2.13)
ここで,(2.1) を用いて平衡点  E_{0} を成す正の成分  A_{u}^{0} を書き直し,(2.13) を展開すると
 \lambda^{2}+(\mu_{a}+\mu_{fw}+\psi)\lambda+(\mu_{a}+\psi)\mu_{fw}-R_{0}^{2}
(\mu_{a}+\psi)\mu_{fw}e^{-\lambda\tau}=0 . (2.14)











(\mu_{a}+\psi)^{2}\mu_{f}^{2_{w}} (  1 一瑞)  =0 . (2.17)
しかし,琉  <1 より,  1-R_{0}^{4}>0 となり,(2.17) を満たす  \omega>0 は存在しない.
以上より,任意の  \tau\geq 0 に対して,元の特性方程式 (2.5) のすべての根の実部は負であ
る.したがって,  E_{0}は漸近安定である.口
定理2.4の証明.平衡点  E_{1} の安定性を調べるための特性方程式は以下の通りである.
 |J_{\tau}(E_{1})-\lambda I|=0, J_{\tau}(E_{1})=(\begin{array}{ll}
A_{1\tau}   C_{1\tau}
O   B_{1\tau}
\end{array}) . (2.18)
ただし,
 A_{1}ア  =  (\begin{array}{lll}
-(\mu_{a}+\psi)   0   0
b_{f}\psi   -\mu_{fu}   0
b_{m}\psi   0   -\mu_{mu}
\end{array}) ,  C_{1\tau}=  (-\phi_{w_{a}^{\frac{F}{K}u}}^{0}e^{-\lambda\tau}00 000 000) ,
 B_{1\tau}=  (\begin{array}{lllll}
-(\mu_{a}+\psi)-   \phi_{w_{a}^{\frac{F}{K}\Delta 1L}}^{0}e^{-\lambda\tau}   
\phi_{w}(1-   -\frac{}{K}uLA^{0}a)e^{-\lambda\tau}   0
b_{f}\psi      -\mu_{fw}      O
b_{m}\psi      0      -\mu_{mw}
\end{array})
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以降,  R_{0w}>1 より,  \lambda=0 は (2.18) の解でないことに注意する.まず,  |A_{1\tau}-\lambda I|=0 は3
つの負の根  \lambda=-(\mu_{a}+\psi),  -\mu_{fu},  -\mu_{mu} を持つことがただちに分かる.次に,  |B_{1}ア  -\lambda I|=0




 +b_{f}\psi\phi_{w}e^{-\lambda\tau}-2(\mu_{a}+\psi)\mu_{fw}e^{-\lambda\tau}=0 . (2.19)
ここで,定理2.2より,  \tau=0 の場合に  E_{1} が安定である,すなわち,(2.19) のすべての根
の実部が負であることに注意する.背理法により,ある  \tau=\tau^{*}>0 が存在して,(2.19) が














 a^{2}+b^{2}=(\omega^{2}+(\mu_{a}+\psi)^{2})(\omega^{2}+\mu_{f}^{2_{w}}) . (2.22)






(2.22) および (2.23) より
 (\mu_{a}+\psi)^{2}  (ん  w^{-}1)^{2}\omega^{2}+(\mu_{a}+\psi)^{2}(R_{0w}-1)^{2}\mu_{fw}^{2}-2\mu_{fw}
^{2}(\mu_{a}+\psi)^{2}(R_{0w}-1)
 =\omega^{4}+((\mu_{a}+\psi)^{2}+\mu_{fw}^{2})\omega^{2} . (2.24)
(2.24) を  \omega^{2} に関する2次方程式に直すと
  \omega^{4}+(\mu_{a}+\psi)^{2}(R_{0w}(2-R_{0w})+\frac{\mu_{fw}^{2}}{(\mu_{a}+
\psi)^{2}})\omega^{2}
 +(\mu_{a}+\psi)^{2}\mu_{f}^{2_{w}}(1-R_{0w})(R_{0w}-3)=0 . (2.25)
しかし,  R_{0w}\leq\sqrt{1+(\frac{\mu_{fw}}{\mu_{a}+\psi})^{2}} ならば   R_{0w}(2-R_{0w})+\frac{\mu_{fw}^{2}}{(\mu_{a}+\psi)^{2}}\geq 0 であり,  1<R_{0w}\leq 3 な
らば  (1-R_{0w})(R_{0w}-3)\geq 0 が成り立つ.そのため,(2.4) の下で,(2.25) を満たす  \omega>0
は存在しない.
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以上より,任意の  \tau\geq 0 に対して,元の特性方程式 (2.18) のすべての根の実部が負であ
る.したがって,  E_{1} は漸近安定である.  \square 
定理2.3および定理2.4おける条件式 (2.3) および (2.4) にそれぞれ着目すると,  R_{0u} お
よび  R_{0w} が1に近ければ,  E_{0} および  E_{1} はそれぞれ局所漸近安定であることを示してい
る.遅れ  \tau の大きさによらない条件を得ることができたが,正の平衡点の安定性を求める
過程などで,  \tau に依存する安定性条件が得られるかどうかは,今後の課題としたい.
3 水生蚊の個体数に対する遅れの影響
第2節では,モデル (1.2) の2つの平衡点  E_{0},  E_{1} が局所漸近安定であるための十分条件
を導出した.いずれの条件も遅れ  \tau の大きさには依存しないが,  \tau が大きくなるごとに,モ
デル (1.2) の解挙動の変化も調べたい.蚊が成長過程で新たにボルバキアを持つことはない
ため,水生蚊の個体数の変化を観察する.
3.1 ボルバキア非感染の蚊のみが生存する平衡点  E_{0} が漸近安定である場合
モデル (1.2) のパラメータを以下のように設定する.
 \phi_{u}=0.5, \phi_{w}=0.4, \mu_{a}=0.02, \mu_{fw}=0.06, \mu_{mw}=0.068,
 b_{f}=0.5, \psi=0.03, \mu_{fu}=0.08, \mu_{mu}=0.068, v_{w}=0.8, v_{u}=0.2.
このとき,平衡点  E_{0}=(A_{u}^{0}, F_{u}^{0}, M_{u}^{0},0,0,0) の第1成分から第3成分までを計算すると
 A_{u}^{0}=3675, F_{u}^{0}=689, M_{u}^{0}=810
となる.また,埼 u=1.85,  \alpha=1.89,  R_{0}=0.924 となるので,定理2.3で与えた安定性条
件 (2.3) が満たされる.よって,  E_{0} は局所漸近安定である.次に,モデル (1.2) の初期関
数を,以下のように定める.
 A_{u}(\theta)=2000, A_{w}(\theta)=100, F_{u}(\theta)=4000, F_{w}(\theta)=100,
 M_{u}(\theta)=3000, M_{w}(\theta)=100, -\theta\leq\theta\leq 0.
遅れ  \tau が大きくなることによる,解の漸近挙動の変化を数値的に調べる.ボルバキアに感
染していない水生蚊  A_{u} と感染している水生蚊  A_{w} の個体数変動は,次の図の通りである.
縦軸は水生蚊の個体数 (単位 : 匹) を表し,横軸は時刻 (単位 : 日) を表す.
 A_{u} および  A_{w} は,平衡点  E_{0} の成分に対応し,  A_{u}^{0} および  0 にそれぞれ近づく.一方,
遅れ  \tau を大きくすることにより,  A_{u},  A_{w} の最大個体数が,いずれも増えていることが分か
る.このことから,  \tau の大きさが,水生蚊の最大個体数を増やすはたらきを持つことが示唆
される.そこで,ボルバキア非感染の蚊のみが生存する平衡点  E_{0} ではなく,ボルバキアに
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図3.1: 水生蚊の個体数  A_{u}(t),  A_{w}(t) の時間変化 (左 :  A_{u}(t) , 右:  A_{w}(t) )
3.2 ボルバキアに感染した蚊のみが生存する平衡点  E_{1} が漸近安定である場合
モデル (1.2) のパラメータを以下のように設定する.
 \phi_{u}=5, \phi_{w}=0.4, \mu_{a}=0.02, \mu_{fw}=0.068, \mu_{mw}=0.068,
 b_{f}=0.5, \psi=0.03, \mu_{fu}=0.061, \mu_{mu}=0.068, v_{w}=1, v_{u}=0.
このとき,平衡点  E_{1}=(0,0,0, A_{w}^{0}, F_{w}^{0}, M_{w}^{0}) の第4成分から第6成分までを計算すると
 A_{w}^{0}=4000, F_{w}^{0}=882, M_{w}^{0}=882
となる.また,  R_{0w}=2,  \beta=1.56 となるので,定理2.4の条件 (2.4) が満たされる.よっ
て,  E_{1} は局所漸近安定である.次に,モデル (1.2) の初期関数を,以下のように定める.
 A_{u}(\theta)=100, A_{w}(\theta)=2000, F_{u}(\theta)=100, F_{w}(\theta)=4000,
 M_{u}(\theta)=100, M_{w}(\theta)=3000, -\tau\leq\theta\leq 0.
ボルバキアに感染していない水生蚊  A_{u} と感染している水生蚊  A_{w} の個体数変動は,次の
図の通りである.縦軸と横軸は図3.1 と同じとする.
図3.2: 水生蚊の個体数  A_{u}(t),  A_{w}(t) の時間変化 (左 :  A_{u}(t) , 右:  A_{w}(t) )
遅れ  \tau が大きくなるにつれて , 3.1節と同様に,  A_{u},  A_{w} の最大個体数が増え,ピークを
迎える日が遅れに比例して遅くなっている.このような現象が見られるのは,卵の艀化に時
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間がかかることで,ボルバキアに感染している水生蚊の最大個体数は環境収容定数  K_{a} を超
えても増え続け,艀化が終わったときにちょうど最大個体数を迎えるためと考えられる.
4 結論と今後の課題
本論文では,Xue et al. [4] が紹介したモデルにおいて,卵が艀化してから水生蚊となるま
での時間を考慮した,時間遅れを持つモデル (1.2) を新たに立てた.また,モデル (1.2) の3
つの平衡点のうち,ボルバキア非感染の蚊のみが生存する平衡点  E_{0} とボルバキアに感染し
た蚊のみが生存する平衡点  E_{1} が局所漸近安定であるための十分条件を導出した.また,遅
れ  \tau がもたらすモデル (1.2) における水生蚊の挙動変化を数値実験により調べた.  \tau を大き
くすることにより,水生蚊の最大個体数が増え,ピークを迎える日が遅くなっている.よっ
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